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Universidade de Aveiro ﬁ Departamento de Matematica

1. Determine os valores proprios e vetores préprios de cada uma das seguintes matrizes. Averigue se a ma-
triz é diagonalizavel e, em caso afirmativo, indique uma sua matriz diagonalizante, bem como a matriz
diagonal correspondente.

0 2 1 1 0 0] g 1 (1) g
(a) |10 0 4 (b) [-1 3 0 (c)
0 0 O 3 2 -2 0 0 10
L L . 0 0 1 3
[ 4 2 3 (2 —1 —1] (1 1 —2
(d) 2 1 2 (e) [0 3 1 () [2 0 -2
-1 -2 0 0 1 3 ] 3 1 —4
1 0 0
2. Considere a matriz A= |2 —1 1].
0O 1 3

(a) Mostre que 1 é um valor préprio de A e determine o subespago préprio de A associado ao 1.
(b) Verifique se A é diagonalizdvel e, em caso afirmativo, indique uma matriz diagonal semelhante a A.
3. Seja A uma matriz quadrada. Mostre que A é singular se e s6 se 0 é um valor préprio de A.
4. Mostre que A e AT possuem os mesmos valores préprios.
5. Seja A uma matriz quadrada e A um valor préprio de A. Mostre que
(a) A* é um valor préprio de A*, para k € N;
(b) % é um valor préprio de A™!, caso A seja invertivel.
6. Se A e B sdo matrizes invertiveis, mostre que AB e BA sao matrizes semelhantes.

7. Se A é diagonalizavel, mostre que

(a) AT é diagonalizavel;
(b) A* ¢ diagonalizavel, para k € N;

(c) A~1 é diagonalizdvel, caso A seja invertivel.

2 -2 3
8. Considere a matriz A= [0 3 —2{.
0o -1 2

(a) Determine os valores préprios e subespagos préprios de A.
(b) Verifique que A é diagonalizavel e indique uma matriz invertivel P tal que P~*AP é diagonal.

(c) Calcule A°, utilizando o facto de A ser diagonalizavel.

9. Determine os valores dos pardmetros reais a e b para os quais (1,1) é um vetor préprio e 0 é um valor

f |11
préprio da matriz LL b]'

. . 0 -1
10. Considere a matriz A = [kz K+ 1} .

) Calcule o polindmio carateristico de A, assim como os seus valores préprios.

) Determine os subespagos préprios de A.

(c) Indique, justificando, os valores do pardmetro real k para os quais A é diagonalizdvel.
)

Para os valores de k obtidos na alinea anterior, determine uma matriz diagonal D e uma matriz
nao singular P tal que A = PDP~!,

(e) Para k = —1, determine A2013.
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11. Considere as matrizes A = o S ~v| e B= |0 0 1| e os vetores u = (1,1,1), v = (1,0,—-1) e

6 6 pu a b c

w = (1,—1,0), onde «, 3,7,6,0, 1, a,b,c € R sdo pardmetros a determinar. Calcule «, 3,7,46,0, 1, a,b, ¢
de modo a que os vetores u, v e w sejam vetores préprios de A e —1, 0 e 1 sejam valores préprios de B.

12. Sejam A € R*** e XY, Z W € R* nao nulos tais que AX = AY =0, AZ = Z e AW = —W, sendo
{X,Y} linearmente independente.

(a) Indique o polinémio carateristico de A e os valores préprios de A.

(b) Indique, justificando, se A é diagonalizdvel e se existe uma base de R* constituida por vetores
proéprios de A.

13. Seja A uma matriz quadrada de ordem n e A1, Ag, ..., A, 0s seus valores préprios. Mostre que det(A) =
D EP.URERD ¥

14. Diagonalize as matrizes simétricas seguintes através de uma matriz P diagonalizante ortogonal:

01 0o -1 -1 0 0 O

(a) [1 O]; (b) |[-1 0 -—1]; (¢) |0 2 2

-1 -1 0 0 2 2
3 -4 —4
15. Considere a matriz simétrica A= [—4 1 0
-4 0 5

(a) Mostre que 9 é um valor préprio de A.
(b) Diagonalize A através de uma matriz diagonalizante ortogonal.
16. Seja A uma matriz simétrica 3 x 3 tal que (1,0,0) e (0,1, 1) sdo vetores préprios de A associados ao valor
préprio 1 e (0,—1,1) é um vetor préprio de A associado ao valor préprio —3.
(a) Determine o subespacgo préprio de A associado ao valor préprio 1.

(b) Justifique que A é diagonalizdvel e determine a matriz A.

Exercicios suplementares
0

: I, -
17. Seja A = 0 net eR™ " onde ag,a1,...,a,—1 €R, com polindémio carateristico p4(A).

apg air - Qp-1

(a) Verifique que pa(A\) =0 se e sése A" =a, (A" "L+ 4+ a1+ ag.
(b) Mostre que, se A é um valor préprio de A, X =(1,,...,A""1) é um vetor préprio associado a A.

(c) Justifique que o espago préprio associado a cada valor préprio A é Uy = (X)).
[Sugestao: as dltima n — 1 colunas de A — Xl sao linearmente independentes, logo. . .]

(d) Sejam n =3, agp =0, a; = —1 e ag = 2. Verifique as propriedades das alineas anteriores e prove
que A nao é diagonalizavel.
Considere a sucessao de valores reais (), com k € Ny, e seja (Xj) a sucessao de vetores em R™ definida
por Vi = (g, Tkt1, - - - s Tptn—1) — sendo, portanto, Vi1 = (Tr41, Tht2s .- Thtn)-
(e) Prove que (xy) satisfaz a equagdo de recorréncia gy, = ap—1Tktn—1 + -+ a1Tk4+1 + aoTk se € 86
se Viy1 = AVy, para cada k € Ny.
(f) Verifique V;, = AFV} para cada k € Ny. O que acontece quando A ¢é diagonalizavel?

ua ﬁ dmat
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18. Seja P = [X1 -+ Xp| € R™™ uma matriz cujas colunas sdo m vetores proprios de A € R"™*" ¢
D € R™*™ a matriz que contém, na diagonal, os correspondentes valores préprios Ay, ..., A,. Note-se

que os vetores préprios ndo tém de ser linearmente independentes, nem tém de ser distintos (ou nao
nulos) os valores préprios.

(a) Demonstre a equagao matricial dos vetores préprios: AP = PD.

(b) Justifique que A2P = PD? e deduza que A¥P = PDF, ¥V k€N,.

Para m = n, suponha-se que det(P) # 0.

(¢) Mostre que B = (X1,...,X,) é uma base (ordenada) de R™.
(d) Verifique que P = M (B, C) é a matriz de mudanga da base B para a base canénica de R™.
(e) Prove que, para qualquer X € R"™ e qualquer k € N,

[A*X], = D" X]s.

Aplicacgoes

19. A sucessdo de Fibonacci (0,1,1,2,3,5,8,...) é definida pela equagdo de recorréncia xx+o = Trr1 + Tk,
sendo k € Ng, 9 = 0 e 21 = 1. Seja V = (w1, 7141) € R? para cada k € Ny. Usando a notagio e os
resultados do exercicio 17,

(a) determine a matriz A € R?*2 tal que Vi1 = AV}, para k € Ny;

(b) determine o polinémio carateristico p4(\) e calcule os valores préprios de A;

(c) prove que A é diagonalizdvel e determine uma matriz diagonalizante e a matriz diagonal correspon-
dente;

(d) determine uma férmula para calcular ) para qualquer k € Ny e indique o valor de xas.

20. Modelo de Leontief de economia fechada. Este modelo descreve uma economia em que todos os bens (ou
servigos) produzidos sdo consumidos pelos préprios setores produtivos. Portanto, em comparagio com o
modelo apresentado no exercicio 47 da primeira folha pratica, neste caso nao ha procura final e a procura
(que corresponde a procura intermédia) é igual & produgao.

Suponha-se que existem n industrias I, ..., I, e que, num dado periodo de tempo, a industria I; produz
B; unidades do bem b; e consome C};; unidades do bem b; produzido por I;, com 4,j = 1,...,n. Entao,
C.
aij = B—” é a fracao do total de bens produzidos pela industria j que € utilizado pela industria i.
J
Seja A = [a;;] € R™*™. Sendo a economia fechada, para todo o j =1,...,n tem-se que
Clj an Clj +"'+an
a - ... a s = — e _—_—nmm—n— = 1
13 + + nj BJ + + BJ BJ 9

pois o numerador (o total do bem b; que foi consumido) é igual ao denominador (a quantidade B; que
foi produzida). Isto significa que a soma das entradas de cada coluna de A é igual a 1.

Considere-se agora o seguinte problema: ¢é possivel determinar o prego p; de cada bem b; para que os
custos de producgao de cada industria, para adquirir os bens de que precisa, sejam iguais a receita obtida
com a venda do bem produzido (condi¢do de equilibrio)? Para I;, a receita é B;p; e os custos sado
Ciap1+---+Cinpn. Logo, a condigao de equilibrio é B;p; =Ciip1+---+Cinpn=a;1B1p1+- -+ ainBnpn
paratodooi=1,...,n.

(a) Verifique que, definindo o vetor X = (Bipy,..., Bypn), a condi¢ao de equilibrio é X = AX.
(b) Seja Y = (1,...,1) € R™. Explique por que razdo ATY =Y.

(¢) Justifique que existe sempre um vetor X que satisfaz X = AX (ou seja, um prego p; para cada bem
b; que permite atingir a condi¢ao de equilibrio).

ua ﬁ dmat
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1.

10.

11.
12.

14.

(a) Valores préprios: A = 0; vetores préprios associados: X = «(1,0,0), o € R\{0}; ndo é diagonalizavel:
é uma matriz 3 X 3 que possui apenas um vetor préprio linearmente independente.
(b) Valores préprios: A € {—2,1,3}; vetores préprios associados: X_» = «(0,0,1), X; = «(6,3,38),
X5 = a(0,5,2), a € R\ {0}; é diagonalizdvel: é uma matriz 3 X 3 com trés valores préprios distintos;
uma matriz diagonalizante e a correspondente matriz diagonal sao, respetivamente,
0 60 -2 0 0
0 3 5| e 0 1 0
1 8 2 0 0 3
(c) Valores préprios: A € {1,3}; vetores préprios associados: X7 = a(1,-2,0,0) + 5(0,0,-2,1), X5 =
v(1,0,0,0), a, B € R ndo simultaneamente nulos, v € R\ {0}; nao é diagonalizdvel: é uma matriz 4 x 4
que possui no maximo trés vetores proprios linearmente independentes.
(d) Valores préprios: A € {1,3}; vetores préprios associados: X; = «(-1,0,1), X5 = «(5,2,-3),
a € R\ {0}; ndo é diagonalizdvel: é uma matriz 3 X 3 que possui no mdximo dois vetores préprios
linearmente independentes.
(e) Valores préprios: A € {2,4}; vetores préprios associados: X; = «(1,0,0) + 5(0,1,-1), Xy =
v(-=1,1,1), o, 8 € R néo simultaneamente nulos, v € R\ {0}; é diagonalizdvel: é uma matriz 3 x 3
que possui trés vetores proprios linearmente independentes; uma matriz diagonalizante e a correspon-
dente matriz diagonal sao, respetivamente,
1 0 -1 2 00
0 1 1 e |0 2 0
0 -1 1 0 0 4
(f) Valores préprios: A € {—2,—1,0}; vetores préprios associados: X_o = (1,1,2), X1 = «(1,0,1),
Xo = a(1,1,1), a € R\ {0}; é diagonalizdvel: é uma matriz 3 x 3 com trés valores préprios distintos;
uma matriz diagonalizante e a correspondente matriz diagonal sao, respetivamente,
111 -2 0 0
1 0 1] e 0 -1 0
2 1 1 0 0 O
1+v50 0
. (a) 1 éum valor préprio de A; Uy = ((5,4, —2)). (b) A édiagonalizavel e semelhantea | 0 1 0 |.
0 01-V5
. (a) Os valores préprios de A sdo 1, 2 e 4 e os subespagos préprios sao Uy = ((—1,1,1)), Us = {(1,0,0))
-1 1 7 32 —1147 1178
eUy=((7,-4,2)).b) P=]1 0 —4|;(c) A=|0 683 —682].
1 0 2 0 =341 342
a=b=1.
(a) pa(A) = A2 — (k+ 1)A + k e os valores préprios sdo {1,k}. (b) Uy = ((x,—z)) e, para k # 1,
1 1 1
Up = (2, —k2)). () ke R\ {1}. (d) D = [O 2} ¢ P = [1 /J (o) A.
a=f0=y=0=0=p=1,a=c=0eb=1.
(a) pa(A\) = A* — A% e os valores préprios sao —1, 0 e 1. (b) Sim, sim.
vz 2 1 0
(a) P= é 72Q é uma matriz ortogonal tal que PTAP = {O _1].
|2 2
[ 2 £ & 10 0
(b) P= —? % ? é uma matriz ortogonal tal que PTAP= {0 1 0
0 _@ % 0 0 -2
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0 1 0 4 0 0
(c) P= g 0 —? é uma matriz ortogonal tal que PTAP = [0 0 0f.
v2 g 2 0 0O
2 2 L
-2 1 % 9 0 0
15.(b) P=| &+ —2 &| éuma matriz ortogonal tal que PTAP = |0 3 0
ﬁ 2 i 0 0 -3
3 3 3 L
1 0 0
16. (a) Uy = {(z,y,2) € R¥: y=2z}.(b) A ¢ diagonalizével, pois A ¢ simétricae A= [0 —1 2
0o 2 -1

|

19. (a) A= {(1) ﬂ ;(b) pa(A) = A2 — X —1, com valores préprios ¢ = 1+2\/5 (ntimero dureo) e —+ =1—¢ =

— 0
172\/5; (¢) uma matriz diagonalizante é P = { é fﬂ e a matriz diagonal correspondente D = rg _1 } ;
(d) zx=[10]Vk=[1 0]A*Vy=[1 0| PD* P~ 1V, = M\;{{mik (nota: |P|=1+¢?=1/5¢), sendo x9o=17711.
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